Théorie des dominos

Soit T, I’ensemble de tous les pavages possibles
d’un rectangle de taille 2 X n avec des dominos
2 x 1.

Exemple
T, =1
1y = L1,
T3 — ) )
T4 — ’ ’ ’ ’
et en général,
[ si n=

X I:ITn_l U Tn_g si n>1



Calculer card(T,);



Séries génératrices

Soit ag,aq,...ag,... une suite. La série
A(z) = E apz”
k>0

est appelée série génératrice de cette suite. Les
coefficient aj, est également noté [2*]A(z).



suite série génératrice
1 1,1,1,1,...,1,... D >0 2"
2 0,1,2,3,...,n,... D nso 2"
31 1,2,3,4,...,(n+1)... ano(n—l—l)z"
4 1,2,4,8,...,2",... Y nso 22"
5 l,c,c®,¢3,...,¢c", ... Y s Ct2"
6 0,1,5,5...,4,... > om0 w2
710,0,1,3,6,10,...,C%, ... D s Cr2”




Opérations sur le séries génératrices

I

A(z) = Zakzk,B(z) = Z by 2"

k>0 k>0
o A(z) + B(z) est la s. g. de la suite

aop + by, a1 + b1, as + bo, ...
e 2A(z) est la s. g. de la suite
0,aqp,a1,as, ...
o A'(z) est la s. g. de la suite

a1,2a2,3a3...

o A(2)B(z) est la s. g. de la suite

aobo, agby + a1bg, agbs + a1b; + asbg, . ..



Opérations sur le séries génératrices

I1

1. Décalage vers la droite
2A(Z) =), <1 n_12"
O,ao,al,ag, e Qp—1,.-

2. Décalage vers la gauche

A(z)—ag __ n
z o ZnZO Ant1%
a;,az,a3,0a4,...,Ap4+1,...

3. Multiplication d’indice (différentiation)

() = B (n + Dag "
ai,2as,3a3,4ay, . . ., (n + 1)CLn_|_1, ce

4. division d’indice (intégration)

foz A(t)dt = anl e




5. mise a I’echelle

A(Az) =50 A"anz"

ag, Aai, N2as, ..., A\, ...

6. addition

Az) + B(z) = )., 50lan + by)2"

ap + bg,a1 +b1,...,a, +0by,,...

7. différence

(1 —2)A(2) = a0+ > _,>1(an — an_1)2"
A0, A1 — AQy e v vy Oy — Ay, - - -

8. convolution

A(2)B(2) = Lo (Zocien arbar ) ="

aobo,a1b0 + aobl, .. '720§k§n Cbkbn_k, ce

9. somme partielle

Az n
% — ano (Zogkgn ak) <

ai,al —I—CLQ,...,ZOSkénak,...



Calculer la série génératrice pour :
Calculer la série génératrice pour les suites :
1. (3)
1,2,3,...,(n+1),...

a, =n-+1
F<Z) — (1_12)2
2. (1)
071727 37 7n7
An, =N
F(z) = (1—2z)2
3. (4)
0717%7%7 7%7
an =1

_ 1
F(z) =In =
4. (5)

1 1 1
175727 DY
an = 5=
F(z) = 1—2/2







Manoeuvres de base

Les fonctions génératrices permettent de résoudre
des relations de récurrences. Etant donnée une

suite a,, qui satisfait une certaine récurrence nous
cherchons une forme close pour a,, en fonction de

n; il faut procéder en quatre étape :

1. Ecrire une relation qui exprime a,, en

fonction d’autres éléments de la suite,

2. Multiplier les deux membres de 1’équation par
2™ et sommer sur tout n. Ceci donne, dans le
membre gauche la somme ) a,2", donc la
fonction génératrice F(z). Le membre droit
doit étre réorganisé de facon a devenir une

expression en fonction de F'(z),

3. Résoudre la nouvelle équation pour obtenir
une forme close de F'(z), on suppose que

a, = 0 pour n < 0,

4. Développer F'(z) en série et prendre le
coefficient de z™. C’est la forme close de a,,

que nous cherchons.

10



(i) Soit la suite {sy, }n>0 donnée par (1) sg =0,
(2) 8 = Sn—1 + 1 pour n > 1. Déduire la fonction

génératrice de s,, et une expression close de s,,.

(ii) La complexité d'un programme (le nombre de
calculs élémentaires, ...) est donnée par : (1)

ap =1, (2) a, = 2a,_1 + 1 pour n > 1 (les tours
de Hanoi par exemple). Déduire la fonction

génératrice de a,, et une expression close de a,,.

11



suite f. gén. f. gén.
1 0,1,2,3,...,n,... D inso 2" =B
2| 1,2,3,4,...,(n+1)... | X, 50n+1)2" | g2
3 1,2,4,8,...,2™, ... >0 22" =0
4 l,e,c?,c3,...,c", ... anoc”z” (1_1€Z)
5 0,1,3,5...,=,... EHZO%ZH In ——
6 10,0,1,3610,...,C2,... | ,.,0" | £
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Suites récurrentes 1
Une suite
Up = ALUp—1 T A2UR—2 T ... ARUp—k

est une suite définie par récurrence linéaire

homogene.

Théoréme Si I’équation (caractéristique)

Tk — a,lrk_l —+ CLQTk_2 4+ ...+ QA
a les solutions distinctes ry, 7o, ..., 7 alors

Up = \T] + Aorg + o0+ Ay,

pour tous A1, Aa,..., Ak € R
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Exemple La suite de Fiboncci est définie par :

( :
0 si n =20,

fn:< 1 S1 n:]_,
| a1+ faa st n> L

I’équation caractéristique est:
r =r+ 1,

ou

r°—r—1=

avec le solutions

C(1+VE) [1-45
r12 = 5 3 5
donc
1+v5) 1-v5)

et les conditions initiales fo = 0, f; = 1 donnent

)\1 = 1/\/th )\2 :—1/\/5
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Suites récurrentes 11

Théoreme

Si u, vérifie la récurrence linéaire homogene

Up = A1Up—1 T A2UR—2 T ... ApUp—k

alors la série génératrice

n_ I(2)
u(z) = Up2" =
nzzjo 9(2)
avec
e g(z2) =1—a1z —azz® — ... —apz” et

e le polynome numérateur est détérminé par les

conditions initiales ag,a1,...,ar_1 avec
degré(f) < degré(g).
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Exemple

Up = 2Up—1 + Up—2 — 2Up_3
avelC ug = O,u1 = U9 = 1

un = 3(2" = (=1)")
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